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Résumé
Dans cette partie de cours, nous présentons la modélisation des contraintes résiduelles à partir d’une
déformation libre de contraintes (« Eigenstrain »). Pour rendre la déformation totale compatible, cette «
eigenstrain » est accommodée par une déformation élastique. A partir des équations de la mécanique des
milieux continus (comportement, équilibre, compatibilités, conditions aux limites de la structure), nous
regardons comment générer un profil de contraintes résiduelles dans une structure. Différentes approches
de simulation des contraintes résiduelles sont présentées. Ces simulations peuvent être un point de départ
d’autres simulations devant tenir compte des contraintes résiduelles initiales. Nous présentons aussi des
travaux et méthodes pour descendre les échelles jusqu’à l’échelle de la microstructure.
1 Introduction
Des moyens expérimentaux de plus en plus avancés ont conduit à une connaissance de plus en plus fine et
précise des matériaux et des mécanismes physiques sous jacents à des phénomènes mécaniques macro-
scopiques. Les contraintes résiduelles font partie des phénomènes mécaniques observables indirectement
dont la description et la perception nécessite des outils de modélisation. Les contraintes résiduelles ou
"internes" sont les contraintes existant dans un matériau ou une structure sans sollicitation externe. Par
définition, elles sont autoéquilibrées. Les contraintes résiduelles se manifestent aux différentes échelles du
"mécamaticien" tant que la notion de contrainte reste valable.
Par ailleurs, il existe de nombreux traitements de surface générant des contraintes résiduelles de compres-
sion en surface et sous surface des matériaux, qui améliorent la durée de vie en fatigue des composants
mécaniques. On peut citer les traitements thermiques superficielles, les traitements thermochimiques et
les traitements mécaniques par écrouissage. Les procédés d’élaboration, de mise en forme, d’enlèvement
de matière, d’assemblage et de fabrication additive confèrent également aux matériaux et structures des
états mécaniques résiduels qu’il est opportun de maitriser. Pour ces différents traitements et procédés, il
est important de comprendre l’origine des contraintes résiduelles, c’est à dire les mécanismes générant les
déformations élastiques avec lesquelles la contrainte est "calculée".
Des outils numériques de simulation "explicite" permettent de prédire l’ensemble des champs résiduels à
la fin du procédé ou d’une sollicitation complexe et multiphysique. On propose ici d’aborder plutôt des
méthodes de prise en compte "implicite" des contraintes résiduelles. Ces méthodes deviennent particuliè-
rement pertinentes et adaptées si des informations détaillées sur les procédés, l’histoire du matériau ou
sur le comportement thermomécanique sont manquantes.
Dans cette partie de cours, nous présentons la modélisation de la génération des contraintes résiduelles à
partir d’une déformation libre de contrainte, appelée souvent "Eigenstrain". A partir des équations de la
mécanique des milieux continus, nous regardons comment générer un profil de contrainte résiduelle dans
une structure. Les méthodes expérimentales de détermination des contraintes mènent les modélisateurs à
trouver la forme d’"eigenstrain" ayant généré cette contrainte. Ces méthodes analytiques s’implémentent
dans des codes de calculs pour générer des gradients de contraintes résiduelles dans les structures, qui
peut être un point de départ d’autres simulations devant tenir compte des contraintes résiduelles. Nous
présentons aussi des pistes pour descendre les échelles jusqu’à la microstructure.
La section 2 présente la notion d’"eigenstrain" ou de déformation libre de contraintes avec un rappel des
équations classiques de la mécanique.
Dans la section 3, à partir des équations de la mécanique des milieux continus, on détermine la relation
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"bien utile" entre le profil d’"eigenstrain" et le profil de contraintes résiduelles. Des applications à des
traitements de surface présentant des gradients en profondeur (i.e. profils) tels que le grenaillage de
précontrainte permettent d’illustrer les méthodes. La méthode thermique fictive pour générer des profils
de contraintes résiduelles est également présentée.
La section 4 présente des méthodologies analytiques et numériques pour simuler les contraintes résiduelles
résultant de traitements de surface mécaniques. Certaines techniques pour la modélisation de contraintes
résiduelles dans un polycristal numérique sont également présentées sans toutefois modéliser le procédé
dans sa globalité.
2 Compatibilité des déformations - notion d’"Eigenstrain"
Il existe plusieurs exemples élémentaires pour aborder la modélisation de contraintes résiduelles issues
d’une incompatibilité de déformations. On peut citer la poutre biencastrée avec chargement uniaxial
élastoplastique, le frettage de tubes, le bilame, la flexion élastoplastique ou le composite élastoplastique.
[Korsunsky 2017] présente certains de ces exemples qui permettent aisément d’assimiler la notion de
compatibilité des déformations. L’origine des contraintes est une déformation inélastique devant se rendre
généralement compatible par une accommodation élastique générant les contraintes résiduelles ou internes,
restantes en l’absence de chargement. Ces problèmes font implicitement appel aux "Eigenstrain". La
détermination de la forme de l’"eigenstrain" est souvent une solution plus directe pour obtenir les états
mécaniques résiduels en s’affranchissant du travail "laborieux" (mais souvent nécessaire) de détermination
de l’évolution de chaque grandeur lors d’une sollicitation ou lors d’un procédé.
2.1 Compatibilité des déformations
Le tenseur de déformation (totale), ε, dérive du vecteur déplacement ~u et dans l’hypothèse des petites














La déformation totale doit satisfaire la relation de compatibilité. Ces équations définissent les conditions



















) = 0 (3)
L’équation d’équilibre sur les contraintes d’un élément de volume de masse volumique ρ, avec une force
volumique ~F soumis à un déplacement ~u, s’écrit :
div(σ
∼
) + ~F = ρ~̈u (4)
Le comportement élastique linéaire des matériaux exprime une relation entre la contrainte et la déformation









où C est un tenseur d’ordre 4 représentant le module d’élasticité du matériau.
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Figure 1 – Massif semi inifini où la profondeur affectée est négligeable devant les autres dimensions
(daf f << D).
2.2 Théorie des "eigenstrains" ou des déformations libres de contrainte
Dans l’hypothèse des petites perturbations (HPP), la déformation totale est additive et s’exprime par :
εi j = ε
e
i j + ε
∗
i j (6)
où εe est le tenseur de déformation élastique et ε∗ est le tenseur de déformation inélastique. Le tenseur de
déformation inélastique peut avoir plusieurs natures : thermique avec l’expansion thermique εth, plastique
εp avec prise en compte d’un écrouissage, de transformation εT r pour les changements microstructuraux,
volumique εV pour les gonflements, ...
La déformation élastique seule (traction dans le domaine élastique et décharge élastique) ne génère pas
de contrainte résiduelle. Par ailleurs, un essai de traction homogène en plasticité ne va pas générer de
contrainte résiduelles d’ordre 1 dans l’éprouvette.
Le terme "Eigenstrain" et la notation ε∗ proposée par Mura (1982) provient d’une traduction d’un
concept développé par Reissner (1931) de l’allemand "Eigenspannungen und Eigenspannungsquellen"
[Reissner 1931]. Une traduction française est "déformation libre de contraintes". Le problème de l’inclusion
d’Eshelby [Eshelby 1957] utilise également la notion d’"Eigenstrain" pour la détermination des champs
mécaniques autour d’une inclusion. Les travaux de [Mura 1982] s’attachent à déterminer les champs de
contraintes correspondant à une certaine distribution d’"eigenstrain".
La reconstruction des "eigenstrains" est une étape importante pour modéliser les contraintes résiduelles.
Plusieurs approches de type éléments finis ont ensuite été développées pour la résolution du problème : par
exemple celle proposée par Y. Ueda [Ueda 1975, Ueda 1979] et intitulée "Inherent Strain Method" , ou
encore celle de M.R. Hill [Hill 1996, Hill 1998] intitulée "Localized Eigenstrain Method". L’application de
ces méthodes était alors essentiellement destinée à des structures soudées, et dont la géométrie demeurait
suffisamment simple pour permettre la mesure expérimentale des eigenstrains.
3 Contraintes résiduelles et équations de la mécanique
3.1 Relation entre contraintes résiduelles et "eigenstrain" pour un massif semi-infini
On considère un massif semi-infini comme présenté sur la figure 1 qui est soumis à un traitement de surface
engendrant un profil de contraintes résiduelles. La profondeur affectée par les "eigenstrain" résultant d’un
traitement (daf f ) est négligeable comparée aux autres dimensions. On fait l’hypothèse que le traitement
affecte uniformément la surface. Dans le cas du massif semi-infini avec une surface plane, les contraintes
et déformations résiduelles ne dépendent que de la profondeur z . Les déformations et contraintes de
cisaillement sont supposées nulles. Le comportement est supposé isotrope à chaque profondeur z .
Dans le cadre HPP, la déformation totale ε(z)
∼
à une profondeur z se décompose additivement en une
déformation libre de contraintes ("eigenstrain") ε
∼
∗(z) et une déformation élastique ε
∼
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Dans le cas d’un traitement par déformation plastique, l’"eigenstrain" est une déformation plastique
ε
∼





























E(z) et ν(z) étant respectivement le module de Young et le coefficient de Poisson à une profondeur z .
La déformation totale satisfait l’équation de compatibilité (2).
Pour un traitement uniforme de la surface, les grandeurs mécaniques (Ψ) ne dépendent pas de la position
(x, y) :
∀Ψ,
∂Ψ(x, y , z)
∂x
=
∂Ψ(x, y , z)
∂y
= 0 (9)








σzx(z) σzy (z) σzz(z)
 (10)










qui conduit à :
σxz(z) = C1 ;σyz(z) = C2 ;σzz(z) = C3 (12)
où C1, C2 and C3 sont des constantes à déterminer.
Les conditions aux limites permettent de déterminer ces constantes. A la surface (z = 0) de normale
unitaire ~n, on peut écrire :
σ
∼






ce qui permet de calculer les constantes : C1 = C2 = C3 = 0 Le tenseur des
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L’équation de compatibilité (2) permet d’écrire :
εxx,zz(z) = 0 (16)
qui donne la forme suivante :
εxx(z) = A.z + B (17)
A et B étant des constantes.
La déformation totale doit prendre une valeur finie en tout point même pour z →∞ . Ainsi, A est égal à
zéro. En considérant qu’il n’y a pas d’"eigenstrain" dans le coeur de la pièce (z →∞) où le matériau
n’est plus affecté par le traitement, B est également égal à zéro. Dans le cas d’un massif semi-infini,





L’équation (18) est utile pour l’estimation des profils d’"Eigenstrain" à partir de profils de contraintes
déterminés expérimentalement (DRX, méthodes du trou, méthode de la découpe, ...).
La méthodologie a été adaptée pour la modélisation des contraintes dans une plaque infinie d’épaisseur finie
H.[Ahdad 1996] et [Cochennec 2009] ont développé le modèle analytique permettant de lier déformation
plastique et profil de contraintes dans le cas du grenaillage de précontrainte :
εpxx(z) = A · z + B −
σxx(z)− ν · σyy (z)
E
εpyy (z) = C · z +D −
σyy (z)− ν · σxx(z)
E
(19)
où les quantités A et C correspondent aux courbures dans les directions x et y , et les quantités B et D
sont les allongements relatifs de la plaque dans les directions x et y . Les relations d’équilibre dans les deux
directions x et y des efforts normaux et des moments fléchissant permettent de calculer ces 4 quantités.
[Ahdad 1996] a également développé les équations pour le cas d’un cylindre infiniment long.
Les équations d’équilibre mécanique sur une structure sont également utilisées pour proposer des corrections
analytiques des contraintes résiduelles mesurées par méthode destructive. En effet, lors des analyses de
contraintes en profondeur, la technique par DRX nécessite généralement un enlèvement de matière local
par polissage électrolytique. Pour plusieurs géométries et types d’enlèvement de matière, [Moore 1958] et
[Castex 1984] proposent des expressions de la contrainte vraie en fonction de la contrainte mesurée. Il
existe également des méthodes semi-numériques pour la correction des contraintes [Savaria 2012]. Les
travaux de [Ballard 1994] ont montré l’unicité de la reconstruction des contraintes résiduelles après mesure
avec enlèvement de matière.
3.2 Méthode thermique fictive pour la génération des contraintes
Il existe plusieurs méthodes pour introduire les "eigenstrains" dans des codes de calcul élements finis.
La plupart des codes de calcul ne disposent pas des fonctionnalités permettant d’introduire directement
les "eigenstrains" dans une modélisation EF. Un moyen de reconstruction des "eigenstrains" peut être
assuré indirectement via la méthode thermique fictive. Elle a été présentée par [Levers 1998] utilisée par
de nombreux auteurs dont ([Benedetti 2016], [Desvignes 1987], [Renaud 2011]). La formulation peut
varier dans les hypothèses permettant de calculer les coefficients d’expansion thermique fictifs. Il existe
également d’autres méthodes pour générer un profil de contraintes résiduelles : méthode des pressions
[Grasty 1996], méthode des chargements équivalents [VanLuchene 1995], méthode d’initialisation des
contraintes [Rouhaud 1997].
La méthode thermique fictive est une méthode pour générer des contraintes résiduelles dans une pièce
par l’intermédiaire d’une déformation thermique fictive, représentant l’"Eigenstrain" devant se rendre
compatible par création d’un champ élastique. L’idée est de lier cette déformation thermique fictive à la
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déformation plastique incompatible εp(z) (cas des traitements de surface mécaniques par écrouissage).
Le gradient de déformation plastique est généré par un chargement thermique fictif homogène ∆θ∗, avec
des coefficients d’expansion thermique fictifs α∗(z) à une profondeur z . L’objectif de la méthode est la
détermination du profil α∗(z) .
On considère le cas d’un massif semi-infini soumis à une variation de température ∆θ∗. Il y aura de la
déformation plastique au delà de la limite d’élasticité σy et elle évoluera selon la loi d’écrouissage. Dans le
cas du comportement avec élasticité isotrope et écrouissage cinématique linéaire, on peut lier le gradient
de déformation plastique εp(z) au gradient des coefficients d’expansion thermique α∗(z). Pour rappel, la














∗∆θ∗ est le tenseur des déformations thermiques fictives.












où λ et µ sont les coefficients de Lamé,


















Pour déterminer le lien entre les coefficients d’expansion thermique fictifs et la déformation plastique,
on applique le critère de plasticité type von Misès avec la contrainte (21) et un écrouissage cinématique













On note que le tenseur de déformation thermique fictive est déviatorique à l’instar de la déformation
plastique générée par le traitement de surface mécanique par écrouissage.
A titre d’exemple, [Renaud 2011] a appliqué la méthode thermique fictive à la modélisation des contraintes
d’un traitement thermochimique avant grenaillage (Figure 2).
(a) (b)
Figure 2 – (a) Méthode thermique fictive avec chauffage θ1 − θ0. (b) Application à la modélisation d’un
profil de contraintes résiduelles après cémentation, puis simulation du grenaillage [Renaud 2011].
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4 Contraintes résiduelles et traitement de surface
4.1 Analyse élastoplastique simplifiée pour la modélisation des profils de contrainte ré-
siduelles par grenaillage
Cette approche initialement proposée par [Zarka 1976] puis approfondie par [Inglebert 1984] a pour but
de prédire l’état élastoplastique stabilisé d’une structure ayant subi un chargement cyclique. Appliquée
au grenaillage de précontrainte, elle permet de prédire la distribution des contraintes résiduelles et des
déformations plastiques dans la profondeur d’un massif. Cette méthode a été implémentée dans le
logiciel PEENSTRESS pour la société MIC ou PEENTURB pour le groupe SAFRAN. Elle a été uti-
lisée dans de nombreux travaux dont ([Guechichi 1986], [Desvignes 1987], [Khabou 1989], [Cao 1989],
[Hamdane 1990], [Fathallah 1994], [Lillamand 1998], [Renaud 2011]). Les applications concernent princi-
palement des matériaux ferritiques et des alliages de titanes avec des écrouissages simplifiés. L’application
de cette méthode à d’autres matériaux doit être menée avec vigilance.
La description ci-dessous est extraite de la thèse de [Gelineau 2018] en application au grenaillage de
précontrainte d’une nuance Inconel.
Le chargement dû au grenaillage est purement élastique et est induit par la pression de Hertz d’une bille
sphérique sur un massif semi-infini. La théorie de Hertz permet de calculer le champ de contrainte élastique.
La modélisation du grenaillage suppose que le chargement élastique est défini à partir des composantes








































où la pression maximale de Hertz Pmax et le rayon d’impact a sont donnés par des lois analytiques en
fonction des paramètres procédés (taille de bille, densité, vitesse, élasticité).
Le chargement élastique considéré Σel est défini par :
Σel(z) = ΣHrr (z)−ΣHzz(z) (26)
À partir du chargement représentatif du grenaillage, l’analyse élastoplastique simplifiée détermine un
comportement local à partir des grandeurs globales. La réponse générale d’une structure caractérisée par
la donnée des champs de contraintes, de déplacements et de déformations peut être définie au moyen des
contraintes résiduelles globales et des déformations plastiques globales.
L’approche analytique utilise la similitude entre des impacts multiples et répétés dans le cadre du grenaillage
et un essai de traction cyclique. Pour un matériau donné, le comportement local cyclique permet d’identifier
un jeu de 5 paramètres (P0, P∞, Σ∞, S0, S∞) comme présenté sur la figure 3. La résolution des systèmes
d’équations permettent d’obtenir les profils de contraintes et d’"eigenstrain"
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Figure 3 – Identification des paramètres matériau sur la courbe d’écrouissage cyclique [Deslaef 2000]
où Y1, Y2, B11, B12 et B22 sont des paramètres dépendant du chargement, du comportement cyclique du
matériau via les paramètres d’écrouissage.
En application de l’analyse élastoplastique simplifiée au grenaillage de l’Inconel 718 DA, [Gelineau 2018]
obtient les profils de contraintes résiduelles cohérents avec la mesure expérimentale pour deux conditions de
grenaillage (figure 4). L’approche permet de bien décrire la profondeur affectée et le niveau de contrainte
maximal atteint.
(a) (b)
Figure 4 – Calcul du profil massif semi-infini par analyse élastoplastique simplifiée sur Inconel 718 DA
4.2 Approches numériques de modélisation des profils de contrainte résiduelles par gre-
naillage
Pour des géométries complexes les approches numériques type intégration dans un code de calcu éléments
finis sont particulièrement adaptées pour la modélisation des contraintes résiduelles et de déformées sur
géométries complexes. Il s’agit notamment de définir les outils utilisés pour l’intégration de la méthode de
reconstruction des eigenstrains dans un code de calcul EF. Basé sur les travaux de [Rouhaud 1997], cette
integration numérique dans le logiciel Abaqus est proposé dans les travaux de [Gelineau 2018] avec l’outil
développé (PYGINI).
La démarche consiste à modéliser dans un code de calcul EF la géométrie de la pièce traitée, puis à
introduire localement un champ de contraintes non équilibré calculé à partir du gradient de déformations
plastiques qui existerait dans un massif semi-infini (supposé grenaillé dans des conditions identiques à la
pièce). Après un calcul statique de rééquilibrage élastique, le champ de contraintes résultant tient compte
des effets de la géométrie et doit s’approcher du champ de contraintes résiduelles dans la pièce grenaillée.
La modélisation donne également accès à la déformée du composant après grenaillage.
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4.2.1 Relations théoriques
Le tenseur du champ de contraintes initial peut être exprimé dans un système de coordonnées local à
partir de la relation d’élasticité pour un comportement isotrope :
σ
∼
0 = 2µ · ε
∼









Avec λ et µ les coefficients de Lamé.
Comme vu dans la section 3, pour un traitement uniforme de la surface, la déformation totale est nulle.
Alors il vient :
σ
∼













Dans l’hypothèse de massif semi-infini, il existe une relation simple entre contraintes résiduelles σ et










L’équation (33) donne le pseudo-profil de contraintes à implémenter dans le code de calcul EF.
4.2.2 Intégration dans un code de calcul et applications au grenaillage de précontrainte
Pour des géométries planes et complexes [Gelineau 2018] a implémenté ces équations dans le repère local
de chaque élément via une procédure automatique sous Python (outil PYGINI) dans le logiciel Abaqus.
L’application a été effectuée sur des éprouvettes planes grenaillées totalement ou partiellement sur une
face en prédisant les profils de contraintes résiduelles et les déformées. La figure 5 montre les champs
de contraintes calculés selon (Eq. 33 ) et l’équilibrage mécanique après retour élastique pour les faire
correspondre au profil de contraintes résiduelles mesurées.
4.3 Simulation des contraintes résiduelles à l’échelle de la microstructure
Des simulations complètes des procédés à l’échelle de la microstructure existent pour prendre en compte
l’effet de la microstructure via la génération de microstructures numériques. Au titre du grenaillage de
précontrainte ou de l’indentation en lien avec les contraintes résiduelles, on peut citer les travaux de
[Moreno 2017] sur la simulation EF d’impacts à plusieurs billes sur un polycristal numérique et la simulation
de l’indentation d’un monocristal pour prédire les contraintes résiduelles [Breumier 2019].
Néanmoins, les approches présentées en section 3 peuvent s’adapter au comportement de matériaux
multiphasés ou polycristallins pour la simulation des profils de contraintes. [Musinski 2015] ont appliqué
un champ thermique fictif à un polycristal pour générer le profil de contraintes résiduelles. Les valeurs
des coefficients d’expansion thermique fictifs sont déterminées par un process d’optimisation numérique
pour faire correspondre le profil de contraintes simulées au profil de contraintes résiduelles expérimentale.
La figure 6 présente le profil de contraintes résiduelles obtenu après optimisation des coefficients de
dilatation thermique fictifs en fonction de la profondeur dans le polycristal. L’état de contrainte obtenu
est autoéquilibré et permet de continuer avec des simulations d’autres chargements mécaniques pour
simuler la relaxation des contraintes résiduelles dans la microstructure.
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(a) Avant retour élastique : état de
contraintes initial (non équilibré)
(b) Après retour élastique : état de
contraintes auto-équilibré (Deformation scale factor : 10)
Figure 5 – Champs de contraintes du modèle de quart de plaque d’épaisseur 2 mm
Figure 6 – Modélisation des contraintes résiduelles dans un polycristal par un champ thermique
fictif.[Musinski 2015]
5 Conclusion
Les principaux concepts nécessaires à la reconstruction par la modélisation des contraintes résiduelles ont
été présentés. On remarque que le concept d’"eigenstrain" est présent dans les différentes approches. Ces
approches se veulent simples pour éviter, quand cela est possible, de modéliser l’ensemble d’un procédé
ou d’une sollicitation. Ces techniques de modélisation permettent également de mieux appréhender les
effets des enlèvements de matière, de découpe. Réciproquement, grâce à la modélisation, les méthodes
d’enlèvement de matière ou de découpe se révèlent comme des techniques expérimentales de reconstruction
des contraintes (méthode du trou, méthode de la découpe).
10
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